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Clasa a VIII- a 

Proiecții ortogonale pe un plan.  

Teorema celor trei perpendiculare. Distanțe 

 

 

Proiecții ortogonale pe un plan 

Proiecția unui punct A pe un plan 𝜶 este piciorul perpendicularei duse din 

punctul A pe planul 𝜶.   

 

 

𝑝𝑟𝛼𝐴 = 𝐴′ 

𝑝𝑟𝛼[𝐵𝐶] = [𝐵
′𝐶′] 

𝑝𝑟𝛼[𝐷𝐸] = [𝐷
′𝐸′] 

𝑝𝑟𝛼[𝑀𝑁] = [𝑀𝑁
′] 

𝑝𝑟𝛼[𝑃𝑄] = 𝑃′ 

 

 Proiecția unui punct pe un plan este întotdeauna un punct. 

 Proiecția unui segment pe un plan este un segment sau un punct.  

 Dacă un punct 𝑨 ∈ 𝜶 atunci  𝒑𝒓𝜶𝑨 = 𝑨. 

 

Exemplu: 

Fie VABCD o piramidă patrulateră regulată. Determinați următoarele proiecții: 
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a) 𝒑𝒓(𝑨𝑩𝑪)𝑽 

b) 𝒑𝒓(𝑽𝑩𝑫)𝑨 

c) 𝒑𝒓(𝑨𝑩𝑫)[𝑽𝑪] 

d) 𝒑𝒓(𝑨𝑩𝑪)∆𝑽𝑩𝑫 

e) 𝒑𝒓(𝑨𝑩𝑪)∆𝑽𝑩𝑪 

 

Demonstrație: 

a) 𝑝𝑟(𝐴𝐵𝐶)𝑉 = 𝑂 

 

b) 𝑝𝑟(𝑉𝐵𝐷)𝐴 = 𝑂 

 

c) 𝑝𝑟(𝐴𝐵𝐷)[𝑉𝐶] = [𝑂𝐶] 

 

d) 𝑝𝑟(𝐴𝐵𝐶)∆𝑉𝐵𝐷 = [𝐵𝐷] 
 

e) 𝑝𝑟(𝐴𝐵𝐶)∆𝑉𝐵𝐶 = ∆𝑂𝐵𝐶 

 
 

 

 

 

Teorema celor trei perpendiculare 

Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe un plan 𝜶 și prin piciorul ei trece o 

dreaptă a, conținută în plan, perpendiculară pe o altă dreaptă b conținută în plan, 

atunci o dreaptă c, care unește orice punct M al dreptei d cu intersecția P a dreptelor a și 

b, este perpendiculară pe a treia dreaptă b. 

 

Ipoteză:                                              

𝒅 ⊥ 𝜶   
𝒂, 𝒃 ⊂ 𝜶  
𝒂 ⊥ 𝒃 

 𝒂 ∩ 𝒅 = {𝑶} 
𝒂 ∩ 𝒃 = {𝑷} 
𝑴 ∈ 𝒅 

 

Concluzie: 

𝑴𝑷 ⊥ 𝒃 

  

Demonstrație: 

𝑑 ⊥ 𝛼
𝑏 ⊂ 𝛼

} ⇒ 𝑑 ⊥ 𝑏 ⇒ 𝑏 ⊥ 𝑑 
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𝑏 ⊥ 𝑎
𝑏 ⊥ 𝑑

𝑎 ⋂ 𝑑 = {𝑂}

𝑎, 𝑑 ⊂ (𝑀𝑂𝑃)

} ⇒
𝑏 ⊥ (𝑀𝑂𝑃)
𝑀𝑃 ⊂ (𝑀𝑂𝑃)

} ⇒ 𝑏 ⊥ 𝑀𝑃 ⇒ 𝑀𝑃 ⊥ 𝑏 ⇒ 𝑑(𝑀, 𝑏) = 𝑀𝑃. 

 

 

Reciproca 1 a T3⊥ 

 

Ipoteză: 

𝒅 ⊥ 𝜶 

 𝒂, 𝒃 ⊂ 𝜶  
𝒅 ⋂ 𝒂 = {𝑶} 
𝒂 ⋂ 𝒃 = {𝑷} 
𝑴 ∈ 𝒅  
𝑴𝑷 ⊥ 𝒃 

 

Concluzie: 

𝒂 ⊥ 𝒃 

 
 

Demonstrație: 

𝑑 ⊥ 𝛼
𝑏 ⊂ 𝛼

} ⇒ 𝑑 ⊥ 𝑏 ⇒ 𝑏 ⊥ 𝑑 

𝑏 ⊥ 𝑀𝑃
𝑏 ⊥ 𝑑

𝑑 ⊂ (𝑀𝑂𝑃)
} ⇒

𝑏 ⊥ (𝑀𝑂𝑃)
𝑎 ⊂ (𝑀𝑂𝑃)

} ⇒ 𝑏 ⊥ 𝑎 ⇒ 𝑎 ⊥ 𝑏. 

 

 

Reciproca 2 a T3⊥ 

Ipoteză: 

𝒅 ⊥ 𝒂  
𝒂, 𝒃 ⊂ 𝜶 

 𝒅 ∩ 𝒂 = {𝑶} 
𝒂 ⊥ 𝒃 

𝒂 ∩ 𝒃 = {𝑷} 
𝑴 ∈ 𝒅 

𝑴𝑷 ⊥ 𝒃 

 

Concluzie: 

𝒅 ⊥ 𝜶 
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Demonstrație: 

𝑏 ⊥ 𝑎
𝑏 ⊥ 𝑀𝑃

𝑎 ⊂ (𝑀𝑂𝑃)
} ⇒

𝑏 ⊥ (𝑀𝑂𝑃)

𝑑 ⊂ (𝑀𝑂𝑃)
} ⇒ 𝑏 ⊥ 𝑑 ⇒ 𝑑 ⊥ 𝑏 

𝑑 ⊥ 𝑏
𝑑 ⊥ 𝑎
𝑎, 𝑏 ⊂ 𝛼
𝑎 ∩ 𝑏 = {𝑃}

} ⇒ 𝑑 ⊥ 𝛼. 

 

Exemplu: 

Pe planul dreptunghiului 𝑨𝑩𝑪𝑫, 𝑨𝑩 = 𝟒𝟎 𝒄𝒎, 𝑩𝑪 = 𝟑𝟎 𝒄𝒎, se ridică perpendiculara 

𝑨𝑴 = 𝟐𝟒√𝟑 𝒄𝒎.Aflați distanța de la punctul 𝑴 la dreapta 𝑩𝑫 și distanța de la punctul 

𝑨 la planul (𝑴𝑩𝑫). 

 

 

Ipoteză: 

𝑨𝑩𝑪𝑫 dreptunghi 
𝑨𝑩 = 𝟒𝟎 𝒄𝒎 
𝑩𝑪 = 𝟑𝟎 𝒄𝒎 
𝑴𝑨 ⊥ (𝑨𝑩𝑪) 

𝑴𝑨 = 𝟐𝟒√𝟑 𝒄𝒎 

 
Concluzie: 

𝒅(𝑴,𝑩𝑫) 
𝒅(𝑨, (𝑴𝑩𝑫)) 

 
Demonstrație: 

∆𝐴𝐵𝐷
∢𝐴 = 90°

}
𝑇.𝑃.
⇒  𝐵𝐷2 = 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵2 ⟹ 𝐵𝐷2 = 302 + 402⟹  𝐵𝐷 = √2500 

⟹ 𝐵𝐷 = 50 𝑐𝑚 

𝑀𝐴 ⊥ (𝐴𝐵𝐶)
𝐴𝑁 ⊥ 𝐵𝐷

𝐴𝑁,𝐵𝐷 ⊂ (𝐴𝐵𝐶)

𝐴𝑁 ∩ 𝐵𝐷 = {𝑁}

}
𝑇3⊥
⇒  𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐷 ⟹ 𝑑(𝑀,𝐵𝐷) = 𝑀𝑁 

 
∆𝐴𝐵𝐷
∢𝐴 = 90°
𝐴𝑁 ⊥ 𝐵𝐷

}⟹ 𝐴𝑁 =
𝐴𝐷∙𝐴𝐵

𝐵𝐷
=
30∙40

50
= 24 𝑐𝑚 

𝑀𝐴 ⊥ (𝐴𝐵𝐶)
𝐴𝑁 ⊂ (𝐴𝐵𝐶)

} ⟹ 𝑀𝐴 ⊥ 𝐴𝑁 
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∆𝑀𝐴𝑁
∢𝐴 = 90°

}
𝑇.𝑃.
⇒  𝑀𝑁2 = 𝑀𝐴2 + 𝐴𝑁2 ⟹𝑀𝑁2 = (24√3)2 + 242⟹  𝑀𝑁 = √2304 

⟹𝑀𝑁 = 48 𝑐𝑚. 

 

Fie 𝐴𝑃 ⊥ 𝑀𝑁, 𝑃 ∈ 𝑀𝑁 

𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐷
𝑀𝑁,𝐵𝐷 ⊂ (𝑀𝐵𝐷)

𝐴𝑁 ⊥ 𝐵𝐷, 𝐴𝑁 ∩ 𝐵𝐷 = {𝑁}
𝐴𝑃 ⊥ 𝑀𝑁, 𝐴𝑃 ⋂ 𝑀𝑁 = {𝑃}

}
𝑅2𝑇3⊥
⇒    𝐴𝑃 ⊥ (𝑀𝐵𝐷) ⟹ 𝑑(𝐴, (𝑀𝐵𝐷)) = 𝐴𝑃 

∆𝑀𝐴𝑁
∢𝐴 = 90°
𝐴𝑃 ⊥ 𝑀𝑁

}⟹ 𝐴𝑃 =
𝑀𝐴 ∙ 𝐴𝑁

𝑀𝑁
=
24√3 ∙ 24

48
= 12√3 𝑐𝑚. 

 

 


